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r e s u m o
Neste artigo é proposto um modelo de elementos ﬁnitos simpliﬁcado para representac¸ão de juntas rebi-
tadas em análise dinâmica de estruturas. O rebite é modelado com elementos que combinam mola e
amortecedor. Vários modelos numéricos são estudados com diferentes quantidades de rebites (um, 2, 3 e
5) e diferentes quantidades de elementos mola-amortecedor (4, 6, 8, 12, 16 e 20) por cada rebite. Amos-
tras constituídas por 2 placas de alumínio ligadas entre si por diferentes quantidades de rebites (um, 2,
3 e 5) são construídas e submetidas a análise modal experimental, a ﬁm de serem conhecidas as suas
características modais – frequências naturais e formas naturais de vibrac¸ão. É usada uma metodologia de
melhoramento de modelos de elementos ﬁnitos, também conhecido na linguagem anglo-saxónica por
updating, com o ﬁm de obter a melhor representac¸ão numérica da junta rebitada relativamente às amos-
tras experimentais. Uma avaliac¸ão da melhor representac¸ão numérica da junta rebitada é efetuada com
base na comparac¸ão entre as frequências naturais experimentais e as frequências naturais numéricas,
para cada modo de vibrac¸ão, após aplicac¸ão do processo de melhoramento de elementos ﬁnitos. Mostra-
-se que o modelo de junta composto por 8 e 12 elementos mola-amortecedor por rebite consegue uma
melhor aproximac¸ão ao comportamento dinâmico observado experimentalmente. Um valor numérico
da constante de rigidez é obtido para as juntas em estudo.
© 2015 CIMNE (Universitat Politècnica de Catalunya). Publicado por Elsevier España, S.L.U. Este é um
artigo Open Access sob a licença de CC BY-NC-ND (http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/).
Obtaining a simpliﬁed ﬁnite element model for riveted lap joints in structural
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a b s t r a c t
In this paper, a simpliﬁed ﬁnite element model to represent a riveted lap joint in structural dynamic
analysis ﬁeld is proposed. The rivet is modeled by spring-damper combination elements. Several nume-
rical models are studied with different quantities of rivets (1, 2, 3 and 5) and spring-damper combination
elements (4, 6, 8, 12, 16 and 20) per rivet. Experimental samples of two aluminum material plates con-
nected by different quantities of rivets (1, 2, 3 and 5) are built and tested in order to be known its modal
characteristics - natural frequencies and mode shapes. A ﬁnite element model updating methodology is
used in order to get the best numerical riveted lap joint representation relatively to the experimental
samples. An evaluation of the best numerical riveted lap joint is carried out based on the comparison
between the experimental and numerical resonance frequencies after updating. It is shown that the rive-
ted lap joints composed by eight and twelve spring-damper combination elements per rivet have the
best representation. A stiffness
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. Introduc¸ão
As juntas rebitadas possuem ampla aplicac¸ão em diversos
etores industriais, principalmente na indústria automóvel e aero-
spacial. As estruturas envolvidas nesses setores de atividade
ossuem normalmente um largo número de ligac¸ões rebitadas.
ara os projetistas desse tipo de estruturas não é prático modelar
etalhadamente o rebite em elementos ﬁnitos, devido à necessi-
adedeusarumgrandenúmerodegrausde liberdade, aumentando
custo computacional da análise.
Alguns trabalhos que descrevem o comportamento estático
o comportamento à fadiga de juntas rebitadas, usam uma
odelac¸ão simpliﬁcada [1–4]. Todos eles utilizam elementos de
ola-amortecedor ou elementos de viga para efetuar a ligac¸ão
ntre os nós das placas a unir e assim simular o rebite. Contudo, a
igac¸ão rebitadanãoﬁca totalmentedeﬁnida se o valor da constante
e rigidez também não for deﬁnido. O valor da constante de rigidez
a junta nunca é claramente explícito. Para aumentar a precisão do
odelo numérico de uma junta rebitada, o valor da constante de
igidez deve ser deﬁnido, uma vez que este parâmetro modal tem
rande inﬂuência nas frequências naturais e nas formas naturais de
ibrac¸ão do sistema.
Um trabalho semelhante ao proposto pelos autores, mas não
nvolvendo juntas rebitadas, descreve uma avaliac¸ão de modelos
impliﬁcados de elementos ﬁnitos para juntas soldadas por pontos
5]. Nesse trabalho, 4 tipos de modelos simpliﬁcados para simular
quele tipo de soldadura são avaliados pelos autores: o modelo
e barra rígida múltipla ou multiple rigide-bar (MRB),
modelo de casca e barra-rígida ou rigid bar-rigid shell (RB-
RSH), o modelo sólido tridimensional ou solid nugget (SN) e o
odelo de barra rígida ou rigid bar (RB).
Um dos 4 modelos apresentados tem particular interesse para
plicac¸ão neste trabalho, o modelo MRB. No modelo MRB, 2 chapas
ão conectadas por vários elementos de barra de modo a simular a
oldadura por pontos. Este modelo tem a vantagem de apresentar
ários elementos de barra, o que permite obter mais establidade na
unta de ligac¸ão devido à quantidade de graus de liberdade que são
estringidos.
Omodelo SNé compostopor elementos sólidos e, portanto,mais
omplexo de construir e consequentemente de análise computaci-
nal mais demorada.
Para determinar o valor da constante rigidez damola que simula
rebite, uma técnica de melhoramento de modelos de elementos
nitos, também conhecida por updating, é utilizada. Essa técnica
stá assente num processo de otimizac¸ão baseado em sucessivas
terac¸ões, sendo por isso denominado por método iterativo ou
étodo indireto [6]. Os métodos indiretos podem ser divididos
m 3 grupos principais: o método da sensibilidade [7], o método
e func¸ão de resposta [8] e o método no domínio do tempo [9].
este trabalho é utilizada uma metodologia de melhoramento de
odelos de elementos ﬁnitos desenvolvida com base no método
a sensibilidade [10].
A metodologia, desenvolvida em Matlab®, trabalha com um
timizadorquecontrolaosparâmetrosaotimizarnomodelonumé-
ico. Por sua vez, o otimizador está dotado com um solver de
rocura global estocástico (GlobalSearch) e usa o algoritmo Sequen-
ial Quadratic Programmning (SQP) para encontrar omínimoglobal
a func¸ão objetivo [11]. Neste trabalho o parâmetro a otimizar é
constante de rigidez da mola do elemento mola-amortecedor.
processo de melhoramento de modelos de elementos ﬁnitos é
escrito na secc¸ão 4.
É efetuada a análise modal experimental, como descrito naecc¸ão 5, de modo a conhecer o comportamento dinâmico dos
odelos físicos com junta rebitada. Os modelos são constituídos
or 2 chapas de alumínio unidas por diferentes quantidades de
ebites (um, 2, 3 e 5).ér. cálc. diseño ing. 2016;32(3):173–180
Os modelos de elementos ﬁnitos são construídos em ANSYS®
Parametric Design Language (APDL), conforme descrito na secc¸ão 6.
Umvalor inicial para a constante de rigidez é atribuído aos elemen-
tos mola-amortecedor. O amortecimento em materiais metálicos
é considerado insigniﬁcante, pelo que pode ser desprezado, não
sendo assim considerado no elemento mola-amortecedor. De
modo a justiﬁcar essa opc¸ão foram determinados os fatores de
amortecimento  para todos os modos de vibrac¸ão obtidos expe-
rimentalmente de um dos casos de estudo apresentado. Foi usado
o método do ponto de meia potência para obtenc¸ão dos fatores
de amortecimento. Para cada modo de vibrac¸ão é também apre-
sentado o respetivo valor do fator de qualidade Q. Considera-se
que para valores de  <0.1 o amortecimento do sistema é muito
pequenoepara valores deQ > 1⁄2 o sistemaédo tipo subamortecido
[12].
Com o programa de melhoramento de modelos de elementos
ﬁnitos é estimado o valor da constante rigidez da mola, sendo os
resultados apresentados na secc¸ão 7.
O modelo de elementos ﬁnitos da junta rebitada que melhor
representa os modelos físicos é assim obtido, como se conclui na
secc¸ão 8.
2. Problema teórico
Para um sistema dinâmico, com vários graus de liberdade, a
equac¸ão de movimento que governa a resposta dinâmica do sis-
tema, quando sujeito a excitac¸ões externas, é dada sob a forma da
matriz generalizada [13]
M
..
x (t) + C .x (t) + Kx (t) = f (t) (1)
onde, M, C e K ∈ Rn×m, sendo n o número de graus de liberdade,
denotam, respetivamente, a matriz de massa, amortecimento e
rigidez do sistema, e
..
x (t) ,
.
x (t) , x (t) e f (t) ∈ Rn×1, denotam, res-
petivamente, os vetores acelerac¸ão, velocidade, deslocamento e
excitac¸ão externa em func¸ão do tempo.
Para um sistema não amortecido e sem perturbac¸ão externa, a
Eq. (1) é reduzida a
M
..
x (t) + Kx (t) = 0 (2)
Uma soluc¸ão do sistema linear homogéneo de segunda ordem
(2) pode ser escrita como
x (t) = i cos(ωit + i), (3)
onde  i é um ângulo de mudanc¸a de fase, i representa um vetor
próprio e ωi está relacionado com o valor próprio do problema de
valores e vetores próprios como se explica a seguir.
Calculando a segunda derivada de (3) em ordem a t obtém-se
x¨ (t) = −ω2i i cos(ωit + i), (4)
que em conjunto com (3) pode ser inserido na expressão (2),
obtendo-se
Ki = ω2i Mi. (5)
Pré-multiplicandoaEq. (5) porM-1 pode-se escrever a igualdade
M−1Ki = ω2i i, (6)
ou introduzir a matriz identidade,
(M−1K −ω2i I)i = 0. (7)Demodo a existir uma soluc¸ão não-trivial, M−1K − ω2
i
I deve ser
singular. Assim,
det(M−1K −ω2i I) = 0. (8)
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A partir de det(M-1K−iI) =0 pode-se determinar os valores
róprios i = ω2i em que cada valor próprio tem um vetor pró-
rio i /= 0 associado, o qual pode então ser obtido a partir de
oluc¸ão de (7). Os vetores próprios i correspondem às formas
aturais de vibrac¸ão, cujas componentes representam amplitudes,
ωi representam as frequências naturais circulares medidas em
ad/s, deﬁnidas como as raízes quadradas positivas dos valores
róprios.
O problema de encontrar as frequências naturais e as formas
aturais de vibrac¸ão de um dado sistema dinâmico é aqui abor-
ado, na medida em que a resposta modal dos modelos de placas
ebitadas é usada para o processo de melhoramento de modelos de
lementos ﬁnitos.
A partir da resposta do sistema também é possível, usando a
unc¸ão de resposta em frequência (FRF), determinar o fator de
mortecimento . O fator de amortecimentos é dado por [12]
= ω
2ω
, (9)
ndeω =p2 −p1 é a largura de banda em frequência entre os pon-
os de média potência p1 e p2, e ω é frequência natural circular do
odo de vibrac¸ão que está entre p1 e p2.
Uma vez conhecido a amplitude máxima Xmáx, os pontos de
édia potência são encontrados quando a amplitude Xp é deter-
inada, em que
p = Xmá x√
2
. (10)
O fator de qualidade Q é dado por
= 1
2
. (11)
. Func¸ão objetivo
Nesta secc¸ão édescrito o formalismodesenvolvidopara a func¸ão
bjetivo. A func¸ão objetivo f é dada pela soma de 3 func¸ões especí-
cas como descrito abaixo
(v) = fϕC (v) + fϕU (v) + f (v) , (12)
nde a func¸ão fϕC representa e quantiﬁca a diferenc¸a entre os pares
e formas naturais de vibrac¸ão correlacionadas do modelo de refe-
ência e do modelo numérico, a func¸ão fϕU representa e quantiﬁca
diferenc¸a entre os pares de formas naturais de vibrac¸ão não cor-
elacionadas do modelo de referência e do modelo numérico, e a
unc¸ão f representa e quantiﬁca a diferenc¸a entre as frequências
o modelo numérico e do modelo de referência.
A func¸ão objetivo f depende do vetor v que contém os parâme-
rosaotimizarequantiﬁcaadiferenc¸adocomportamentodinâmico
ntre o modelo numérico e o modelo de referência.
A func¸ão objetivo fϕC é dada por
ϕC (v) = −
∑NC
i=1MAˆCiiq
(
vˆq
)
∑NC
i=1MAˆCii0
(
vˆ0
) , (13)
nde NC é o número de pares de formas naturais de vibrac¸ão
orrelacionadas da diagonal da matriz MAC (Modal Assurance
riterion),MAˆCii0 sãooselementosdadiagonaldamatrizMAC inici-
lmente estimados, vˆ0 é o vetor que contém os valores iniciais dos
arâmetros, MAˆCiiq são os elementos da diagonal da matriz MAC
stimados a cada iterac¸ão q e vˆq é o vetor que contém os valores
os parâmetros estimados a cada iterac¸ão q, com q≥0. O valor doér. cálc. diseño ing. 2016;32(3):173–180 175
MAC entre 2 formas naturais de vibrac¸ão i and jq é deﬁnido por
[14]
MACijq =
(
Ti ˆjq
)2
(
Ti i
)((
ˆjq
)T
ˆjq
) , (14)
onde i é o vetor de referência que contém as formas naturais
de vibrac¸ão experimentais i e ˆjq é vetor que contém as formas
naturais de vibrac¸ão numéricas estimadas j a cada iterac¸ão q, com
q≥0.
A func¸ão fϕU é dada por
fϕU (v) =
(
1
NU
)
∑NU
j=1
∑NU
i=1
j /= i
MAˆCijq
(
vˆq
)
∑NU
j=1
∑NU
i=1
j /= i
MAˆCij0
(
vˆ0
) , (15)
onde NU é o número de pares de formas naturais de vibrac¸ão não
correlacionadas fora da diagonal da matriz MAC.
A func¸ão f é dada por
f (v) =
∑N
i=1
(
fi − fˆiq
(
vˆq
))2
∑N
i=1
(
fi − fˆi0
(
vˆ0
))2 , (16)
ondeN é onúmerode valores próprios correspondente aos pares
de formas naturais de vibrac¸ão correlacionadas (ver secc¸ão 1), fi é
a ith frequência natural de referência obtida experimentalmente,
fˆi0 frequência numérica inicial estimada deﬁnida por fˆi0 =
√
ˆi0 ⁄2,
fˆiq é a i
th frequência natural numérica estimada a cada iterac¸ão q
deﬁnida por fˆiq =
√
ˆiq ⁄2, ˆi0 é o ith valor próprio numérico ini-
cial estimado, e ˆiq é o i
th valor próprio numérico estimado a cada
iterac¸ão q, com q≥0. O termo quadrático na Eq. (16) é usado para
acelerar a convergência e obter apenas diferenc¸as positivas entre as
frequências do modelo numérico e de referência. O denominador
em (13), (15) e (16) é usado para obter diferenc¸as normalizadas.
Os vetores que contêm as formas naturais de vibrac¸ão estimadas
ˆiq e os valores próprios estimados ˆiq são func¸ão dos parâme-
tros contidos no vetor vˆq. A relac¸ão entre eles pode ser escrita,
respetivamente, como
ˆiq = f
(
vˆq1 , vˆq2 , vˆq3 , ..., vˆqp
)
(17)
e
ˆiq = f
(
vˆq1 , vˆq2 , vˆq3 , ..., vˆqp
)
, para = 1, · · ·, n, (18)
onde p é o número de parâmetros a otimizar e n é o número de
graus de liberdade.
Os parâmetros vˆq1 , ..., vˆqp contidos no vetor vˆq estão sujeitos à
restric¸ão
vLB ≤ vˆqi ≤ vUB, para i = 1, . . ., p, (19)
onde a quantidade vLB representa o limite inferior e a quantidade
vUB representa o limite superior.
O valor ótimo para a constante de rigidez do elemento mola-
-amortecedor é obtido quando a func¸ão objetivo é minimizada.
No entanto, o valor mínimo obtido na func¸ão objetivo é diferente
para cada caso, uma vez que os modelos envolvidos em cada caso
também são diferentes, não podendo ser considerado como uma
referência direta para avaliar a melhor representac¸ão numérica da
respetiva junta rebitada. O valor mínimo obtido na func¸ão objetivo
apenas indica que o valor ótimo da constante de rigidez foi encon-
trado. A avaliac¸ão é então dada pela diferenc¸a percentual média
1 s numér. cálc. diseño ing. 2016;32(3):173–180
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ntre as frequências naturais do modelo de referência e do modelo
umérico, deﬁnida como
iferenc¸ a PercentualMédia =
∑N
i=1
(
fi−fˆi
fi
)
N
× 100, (20)
nde fˆi é a ith frequência natural numérica estimada ﬁnal.
. Processo de melhoramento de modelos de elementos
nitos
O algoritmo usado no processo de melhoramento de modelos
e elementos ﬁnitos é apresentado nesta secc¸ão. O algoritmo é
mplementado em MATLAB®, usando algumas ferramentas da sua
oolbox, e está preparado para interagir com o programa de cálculo
e elementos ﬁnitos ANSYS®.
.1. Descric¸ão do algoritmo
Considere-se ϕˆ0
(
vˆ0
)
e ˆ0
(
vˆ0
)
, respetivamente comoos vetores
róprios numéricos iniciais estimados e os valores próprios numé-
icos iniciais estimados, a partir dos quais podem ser calculados
AˆCii0
(
vˆ0
)
, MAˆCij0
(
vˆ0
)
e ωˆi0
(
vˆ0
)
, onde MAˆCii0
(
vˆ0
)
são os ele-
entos da diagonal da matriz MAC inicial estimada e MAˆCij0
(
vˆ0
)
ão os valores fora da diagonal da matriz MAC inicial estimada.
A func¸ão objetivo inicial f0, deﬁnida em (12), dependendo das
qs. (13) - (16), é usada para comparar os valores numéricos iniciais
stimados comos valores de referência/experimentais. Se f0 →−1+,
nde −1+ = lim
∈→0
(−1+ ∈) ou se a condic¸ão
∥∥f q+1 − f q∥∥ ≤ 10−6 é
atisfeita como critério de paragem, então o processo de melho-
amento de modelos de elementos é concluído. Se nenhuma das
ondic¸ões acima é satisfeita, então q=q+1 e novas estimativas
ˆ q+1
(
vˆq+1
)
e ˆq+1
(
vˆq+1
)
são calculadas. Novamente, estes valores
ão comparados comos valores de referência usando a func¸ão obje-
ivo fq+1 baseada na Eq. (12). Se para alguma iterac¸ão q=h≥1, tal
ue fh →−1+, ou seacondic¸ão
∥∥∥f q+1d − f qd
∥∥∥ ≤ 10−6 é satisfeita, então
processo de melhoramento de modelos de elementos ﬁnitos é
oncluído e os valores ótimos de ϕˆh
(
ˆh
)
e ˆh
(
vˆh
)
são encon-
rados. O mesmo é dizer que o valor ótimo do parâmetro que
arateriza a constante de rigidez do elemento mola-amortecedor
que melhor aproxima o modelo numérico ao modelo de referên-
ia/experimental é encontrado.
.2. Fluxograma do processo
O ﬂuxograma que descreve a interac¸ão entre o MATLAB® e o
NSYS® é apresentado na ﬁgura 1.
Os principais passos do processo de melhoramento de modelo
e elementos ﬁnitos são os seguintes.
. Executa o ANSYS® com o modelo de elementos ﬁnitos inicial
a otimizar, construído em APDL num ﬁcheiro input.txt, com os
parâmetros a otimizar contidos no vetor inicial v0.
. Lê o ﬁcheiro de resultados output.txt obtido do ANSYS® e
compara os valores estimados com os valores de referên-
cia/experimentais, de modo a construir a func¸ão objetivo f.
. Conclui o processo se um valor ótimo é atingido, ou seja, se as
condic¸ões de paragem são satisfeitas, ou vai para o passo 4.
. Obtém os novos parâmetros vˆq+1 deﬁnidos pelo otimizador,
tendo em conta os constrangimentos deﬁnidos pela condic¸ão
(19).
. Modiﬁca o modelo de elementos ﬁnitos no ﬁcheiro input.txt com
os novos parâmetros vˆq+1.Figura 1. Fluxograma de interac¸ão entre o Matlab® e o Ansys® .
6. Inicia uma nova análise com o novo ﬁcheiro input.txt, indo para
o passo 1.
O processo de melhoramento de elementos ﬁnitos usa no seu
otimizador um solver de procura global baseado nos métodos esto-
cásticos, o GlobalSearch, fornecido pela Toolbox do MATLAB®. O
GlobalSearch é processado em 2 fases: a fase local e a fase global.
Na fase local, os pontos de amostragem, obtidos aleatoriamente,
são manipulados por um solver local, o fmincon, de modo a encon-
trar vários candidatos a mínimo local. Na fase global, o mínimo
local com menor valor da func¸ão objetivo é usado como uma
aproximac¸ão para o ótimo global. Os restantes pontos de partida
são rejeitados.
5. Procedimento experimental
As amostras para análise modal experimental consistem em
2 placas de alumínio (PL1 e PL2) interligadas, com 2mm de espes-
sura, como mostrado na ﬁgura 2a. As placas estão ligadas por meio
de rebites de alumínio com 3mm de diâmetro. Quatro amostras,
com junta composta por um, 2, 3 e 5 rebites, são submetidas a
análise modal experimental. Os testes são realizados em tempe-
ratura ambiente, cerca de 20 ◦C, utilizando o equipamento LMS
SCADAS® para análise modal experimental. As amostras são testa-
dasnacondic¸ãopróximade livrenoespac¸o, estandosuspensasem2
pontos pormeio de umﬁodenylon de 350mmde comprimento, deFigura 2. (a) Representac¸ão esquemática de um modelo com junta composta por
5 rebites; (b) modelo submetido a análise modal experimental; (c) localizac¸ão dos
pontos medidos.
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Tabela 2
Propriedades atribuídas ao rebite modelado em elementos ﬁnitos
Propriedade Símbolo Unidades Valor
Constante de rigidez
por cada elemento
mola-amortecedor
k [N/m] 5×107
Massa do rebite m [kg] 2,5×10−4
(a) (b) (c)
(d) (e) (f)
Figura 3. Representac¸ão do rebite em elementos ﬁnitos com: (a) 4, (b) 6, (c) 8, (d)
12, (e) 16 e (f) 20 elementos mola-amortecedor por rebite.
Elemento mola-amortecedor
Elementos de massa
Placa superior
Placa inferior
(a)
(b)
(c)
(d)M. Dourado, J. Meireles / Rev. int. método
1, e a resposta medida com um laser de interferometria Doppler
m 8 pontos, P1 a P8 como mostrado na ﬁgura 2c.
Os 8 pontos selecionados são os mínimos necessários para
obtenc¸ão de dados de referência/experimentais suﬁcientes de
odo a que o processo demelhoramento demodelos de elementos
ntos (updating) seja efetuado com sucesso.
Foi efetuado outro ensaio experimental em que a resposta foi
edida em 12 pontos, de modo a ser possível representar gra-
camente com boa aproximac¸ão as 8 primeiras formas naturais
e vibrac¸ão dos modelos experimentais. Os dados são coletados
o domínio do tempo (amplitude em func¸ão do tempo) e pro-
essados no software de análise modal LMS®, de modo a serem
onvertidos para o domínio da frequência. As frequências naturais
amplitudes de cada ponto são obtidas a partir da curva ajustada
a FRF.
O material foi adquirido todo do mesmo lote e os cortes efe-
uados por meio de tecnologia laser. Foram efetuados 3 ensaios
m condic¸ões idênticas de um mesmo caso para avaliar a repeti-
ilidade dos resultados, veriﬁcando-se uma diferenc¸a entre eles
esprezável, pelo que se procedeu a posteriormente a um único
nsaio para cada caso de estudo.
As 2 placas usadas para construir as amostras foram também
las sujeitas individualmente a análise modal experimental, com
ﬁm de veriﬁcar se as placas modeladas em elementos ﬁnitos
epresentam bem as placas físicas.
. Modelos de elementos ﬁnitos
Os modelos numéricos são construídos utilizando o APDL, com
s mesmas propriedades geométricas e mecânicas dos modelos
xperimentais, como apresentado na tabela 1. As propriedades
ecânicas dos modelos experimentais, como o módulo de Young
o coeﬁciente de Poisson, foram estimadas por meio de ensaios
xperimentais de trac¸ão.
As placas são modeladas com elementos de casca (shell63). O
ebite é construído com elementos que combinam mola e amorte-
edor (combin14). A dimensão do elemento de casca é de 0,003m
e largura 0,003m de altura. O amortecimento em materiais metá-
icos como o alumínio é considerado insigniﬁcante, pelo que pode
er desprezado, não sendo assim considerado no elemento mola-
amortecedor. Para justiﬁcar essaopc¸ão sãoapresentadosna secc¸ão
os valores dos fatores de amortecimento , assim como os respe-
ivos valores do fator de qualidade Q para os modos de vibrac¸ão
btidos experimentalmente no modelo de junta rebitada com
rebites.
Um valor inicial de 5×107 N/m é atribuído à constante de rigi-
ez damola, que é variável durante oprocesso demelhoramentode
odelos de elementos ﬁnitos. A massa do rebite obtida por pesa-
em é dividida pontualmente pelos nós que interligam as 2 placas
or meio dos elementos mola-amortecedor e é modelada com ele-
entos de massa (mass21), não sendo utilizada como variável ao
ongo do processo de melhoramento.). As propriedades do rebite
odelado em elementos ﬁnitos são apresentadas na tabela 2.
A ﬁgura 3 mostra as várias representac¸ões do rebite em
lementos ﬁnitos com diferentes quantidades de elementos mola-
amortecedor (4, 6, 8, 12, 16 e 20) por rebite.
abela 1
ropriedades mecânicas do alumínio
Propriedade Símbolo Unidades Valor
Módulo de Young Ex [Pa] 66.870×109
Módulo de Young Ey [Pa] 71.030×109
Coeﬁciente de Poissson 	xy - 0,31
Densidade 
 [kg/m3] 2.707Figura 4. Modelo da junta rebitada em elementos ﬁnitos com: (a) um, (b) 2, (c) 3 e
(d) 5 rebites.
A ﬁgura 4mostra emcorte transversal os váriosmodelos emele-
mentos ﬁnitos de 2 placas interligadas por diferentes quantidades
de rebites (um, 2, 4 e 5).
O processo de melhoramento de modelos de elementos ﬁnitos é
usadodemodoa encontrar o valor da constante de rigidez kdos ele-
mentosmola-amortecedor e, consequentemente, da junta rebitada
numérica quemelhor reproduz omodelo experimental. É esperado
que esse valor possa variar de acordo com a quantidade de rebi-
tes e elementos mola-amortecedor por cada rebite. Para estudar
esse efeito são construídos 24 modelos diferentes de juntas
rebitadas em elementos ﬁnitos: 4 juntas rebitadas com dife-
rentes quantidades de rebites (um, 2, 3 e 5), combinados com
6 diferentes quantidades de elementos mola-amortecedor (4, 6, 8,
12, 16 e 20) por cada rebite.).
7. Resultados e discussão
Os resultados obtidos são apresentados nesta secc¸ão. Primeiro
apresenta-se nas tabelas 3 e 4 a comparac¸ão do comportamento
dinâmico entre as dua2s placas físicas (PL1 e PL2, respetivamente)
e o modelo em elementos ﬁnitos que as representa. A diferenc¸a
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Tabela 3
Comparac¸ão entre o comportamento dinâmico da placa física PL1 e a respetiva
representac¸ão em modelo de elementos ﬁnitos
Modo Frequência natural
da placa física [Hz]
Frequência natural da
placa em elementos
ﬁnitos
[Hz]
Diferenc¸a [%] MAC
1 436,41 434,88 0,35 1
2 859,07 850,24 1,03 1
3 1208,79 1207,15 0,14 1
4 1796,48 1788,13 0,46 1
5 2381,29 2376,29 0,21 1
6 2900,54 2895,54 0,17 1
7 3911,60 3920,37 0,22 1
8 4229,67 4246,45 0,40 1
Tabela 4
Comparac¸ão entre o comportamento dinâmico da placa física PL2 e a respetiva
representac¸ão em modelo de elementos ﬁnitos
Modo Frequência natural
da placa física [Hz]
Frequência natural da placa
em elementos ﬁnitos
[Hz]
Diferenc¸a [%] MAC
1 435,53 434,88 0,15 1
2 859,39 850,24 1,06 1
3 1208,82 1207,15 0,14 1
4 1796,47 1788,13 0,46 1
5 2382,32 2376,29 0,25 1
6 2900,87 2895,54 0,18 1
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Figura 5. Representac¸ão das 8 primeiras formas naturais de vibrac¸ão do modelo de
elementos ﬁnitos com junta rebitada composta por 5 rebites.
rimentais com um e 2 rebites como se pode observar nas ﬁgura 7a
e b. A diferenc¸a percentual média usando 8 elementos mola-
-amortecedor é menor relativamente às outras quantidades.
(a) (b)7 3912,71 3920,37 0,20 1
8 4230,79 4246,45 0,37 1
ercentualmédia, obtidapela Eq. (20), entre as frequênciasnaturais
a placa PL1 e PL2 e o respetivo modelo de elementos ﬁnitos é de
,37 e 0,35%, respetivamente. O valor 1 para o MAC revela que as
ormas naturais de vibrac¸ão também estão bem correlacionadas.
odemos concluir que o modelo em elementos ﬁnitos representa
om elevada aproximac¸ão as placas reais.
De modo a justiﬁcar a opc¸ão por desprezar o coeﬁciente de
mortecimento nos modelos de elementos ﬁnitos, são apresenta-
os na tabela 5 os valores dos fatores de amortecimento  e os
espetivos fatores de qualidade Q para cada modo de vibrac¸ão do
odelo de junta rebitada com 5 rebites.
Os fatores de amortecimento  apresentados são muito peque-
os ( <0.1) para todos os modos de vibrac¸ão. Os fatores de
ualidade Q são muito elevados e superiores a 0,5, o que demons-
ra que o sistema é do tipo subamortecido. Assim, o amortecimento
ode ser desprezado nos modelos de elementos ﬁnitos.
A ﬁgura 5 mostra uma representac¸ão das 8 primeiras formas
aturais de vibrac¸ão para o modelo de elementos ﬁnitos com junta
ebitada composta por 5 rebites. A ﬁgura 6 mostra a representac¸ão
as 8 primeiras formas naturais de vibrac¸ão obtidas experimental-
ente em 12 pontos para o mesmo modelo.
abela 5
alores dos fatores de amortecimento  e dos respetivos fatores de qualidade Q para
ada modo de vibrac¸ão do modelo de junta rebitada com 5 rebites
Modo Frequência
natural da
placa física [Hz]
Fator de
amortecimento

Fator de
qualidade Q
1 112,75 0,0102 49
2 325,68 0,0015 333
3 449,07 0,0034 147
4 607,59 0,0022 227
5 849,17 0,0012 417
6 1058,59 0,0008 625
7 1390,99 0,0008 625
8 1512,36 0,0012 417Figura 6. Representac¸ão das 8 primeiras formas naturais de vibrac¸ão do modelo
experimental com junta rebitada composta por 5 rebites.
Como se pode observar por comparac¸ão entre as ﬁguras 5 e 6,
existe boa correlac¸ão entre as formas naturais de vibrac¸ão entre os
2 modelos. O mesmo acontece para os restantes modelos com um,
2 e 3 rebites.
O gráﬁco da ﬁgura 7 mostra a relac¸ão entre a diferenc¸a percen-
tual média, obtida por aplicac¸ão da Eq. (20), entre as frequências
naturais dos modelos numéricos melhorados e dos respetivos
modelos experimentais, em func¸ão da quantidade de elementos
mola-amortecedor. As juntas construídas com 8 elementos mola-
-amortecedor por rebite permitem obter a melhor representac¸ão
em elementos ﬁnitos relativamente aos respetivos modelos expe-Número de elementos mola-amortecedor
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Figura 7. Diferenc¸a percentual, após updating, entre o modelo de elementos ﬁni-
tos e o modelo experimental de junta rebitada com (a) um rebite, (b) 2 rebites,
(c) 3 rebites e (d) 5 rebites.
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Tabela 6
Evoluc¸ão das frequências naturais e formas naturais de vibrac¸ão (MAC) para o modelo o modelo de elementos ﬁnitos de junta rebitada com um rebite e 8 elementos
mola-amortecedor
Modo Frequência de
referência [Hz]
Frequência
numérica inicial
[Hz]
Diferenc¸a antes
do updating [%]
Frequência
numérica ﬁnal
[Hz]
Diferenc¸a
depois do
updating [%]
MAC inicial MAC ﬁnal
1 101,90 104,44 2,49 102,31 0,41 1 1
2 325,37 322,34 0,93 322,32 0,94 1 1
3 444,19 389,43 12,33 380,11 14,43 1 1
4 564,80 572,16 1,30 564,12 0,12 1 1
5 856,42 852,69 0,44 852,64 0,44 1 1
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E6 1057,65 1039,53 1,71
7 1363,77 1210,99 11,20
8 1402,80 1420,80 1,28
O mesmo acontece para os casos de juntas rebitadas com
e 5 rebites. No entanto, as modelac¸ões com 12 elementos mola-
amortecedor para esses mesmos casos também apresentam a
esma diferenc¸a percentual média, como pode ser observado nas
gura 7c e d. No entanto, a sua maior complexidade de modelac¸ão
elativamente ao rebite com 8 elementos mola-amortecedor não
ustiﬁca a sua implementac¸ão. Os gráﬁcos mostram também que
aumento de rebites na junta reduz a diferenc¸a percentual média
ntre o modelo de elementos ﬁnitos e o modelo de referência.
As tabelas 6-9 mostram a evoluc¸ão das frequências naturais dos
odelos de elementos ﬁnitos e os valores MAC, antes (coluna 7) e
pós (coluna8), oupdating, para osmodelos comum,2, 3 e5 rebites,
espetivamente. Nessas tabelas também podem ser observadas as
iferenc¸as percentuais entre as 8 primeiras frequências naturais do
abela 7
voluc¸ão das frequências naturais e formas naturais de vibrac¸ão (MAC) para o modelo de
Modo Frequência de
referência [Hz]
Frequência numérica
inicial
[Hz]
Diferenc¸a antes
do updating [%]
1 109,32 105,13 3,83
2 324,85 324,17 0,21
3 443,03 434,18 2,00
4 592,64 574,49 3,06
5 849,38 851,99 0,31
6 1057,09 1054,82 0,21
7 1369,06 1360,57 0,62
8 1467,81 1427,00 2,78
abela 8
voluc¸ão das frequências naturais e formas naturais de vibrac¸ão (MAC) para o modelo de
Modo Frequência de
referência [Hz]
Frequência
numérica inicial
[Hz]
Diferenc¸a antes do
updating [%]
1 112,13 112,26 0,12
2 325,71 325,12 0,18
3 448,72 446,75 0,44
4 606,86 606,20 0,11
5 851,80 849,10 0,32
6 1058,86 1061,24 0,23
7 1389,75 1400,94 0,81
8 1508,88 1511,15 0,15
abela 9
voluc¸ão das frequências naturais e formas naturais de vibrac¸ão (MAC) para o modelo de
Modo Frequência de
referência [Hz]
Frequência numérica
inicial
[Hz]
Diferenc¸a antes
do updating [%]
1 112,75 112,78 0,03
2 325,68 325,13 0,17
3 449,07 446,76 0,51
4 607,59 607,85 0,04
5 849,17 846,98 0,26
6 1058,59 1061,31 0,26
7 1390,99 1400,98 0,72
8 1512,36 1517,62 0,351039,34 1,73 1 1
1182,92 13,26 1 1
1402,80 0,00 1 1
modelo de referência (coluna 2) e do modelo de elementos ﬁnitos,
antes do updating (coluna 4) e depois do updating (coluna 6). Ape-
nas são mostrados os resultados para os modelos com 8 elementos
mola-amortecedor por cada rebite.
A diferenc¸a percentual média, obtida pela aplicac¸ão da Eq. (20),
é de 3,92% para o modelo com um rebite (ﬁgura 7a), 0,36% para
o modelo com 2 rebites (ﬁgura 7b), 0,28% para os modelos com
3 rebites (ﬁgura 7c) e 5 rebites (ﬁgura 7d). Conﬁrma-se que essa
diferenc¸a se reduz com o aumento do número de rebites na junta.
Por outro lado, o valor de umpara oMAC inicial e ﬁnal revela que as
formas naturais de vibrac¸ão estão bem correlacionadas para todos
os casos. Este fato indica queos valores ótimos obtidos para as cons-
tantes de rigidez k dos elementosmola-amortecedor, apresentados
na tabela 10, são obtidos com elevada robustez.
elementos ﬁnitos de junta rebitada com 2 rebites e 8 elementos mola-amortecedor
Frequência
numérica ﬁnal
[Hz]
Diferenc¸a
depois do
updating [%]
MAC inicial MAC ﬁnal
109,39 0,07 1 1
324,34 0,16 1 1
435,86 1,62 1 1
592,62 0,00 1 1
853,01 0,43 1 1
1055,93 0,11 1 1
1366,09 0,22 1 1
1471,99 0,28 1 1
elementos ﬁnitos de junta rebitada com 3 rebites e 8 elementos mola-amortecedor
Frequência
numérica ﬁnal
[Hz]
Diferenc¸a depois
do updating [%]
MAC inicial MAC ﬁnal
112,13 0,00 1 1
325,12 0,18 1 1
446,73 0,44 1 1
605,60 0,21 1 1
849,06 0,32 1 1
1061,23 0,22 1 1
1400,90 0,80 1 1
1509,50 0,04 1 1
elementos ﬁnitos de junta rebitada com 5 rebites e 8 elementos mola-amortecedor
Frequência
numérica ﬁnal
[Hz]
Diferenc¸a
depois do
updating [%]
MAC inicial MAC ﬁnal
112,75 0,00 1 1
325,12 0,17 1 1
446,72 0,52 1 1
607,67 0,01 1 1
846,92 0,26 1 1
1061,30 0,26 1 1
1400,88 0,71 1 1
1517,06 0,31 1 1
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Tabela 10
Valores de constante de rigidez obtidos após updating dos modelos de elementos ﬁnitos para os 4 tipo de juntas rebitadas, em que o rebite é modelado com 8 elementos
mola-amortecedor
Propriedade Símbolo Unidades Valor
Um rebite 2 rebites 3 rebites 5 rebites
Constante de rigidez de cada elemento k [N/m] 2,2×107 2,6×107 27,0×107 40,5×107
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Constante de rigidez da junta
. Conclusões
Neste artigo, vários modelos de elementos ﬁnitos simpliﬁca-
os de juntas rebitadas são estudados e avaliados. A avaliac¸ão é
fetuada com base na comparac¸ão entre as características modais
esses modelos, após aplicado o processo de updating, e os res-
etivos modelos experimentais. Com base nos resultados obtidos
onclui-se que as juntas rebitadas com 8 elementos mola-
amortecedor por rebite apresentam a diferenc¸a média mais baixa
ntre o modelo numérico e o modelo experimental. Para as juntas
om 3 e 5 rebites, o modelo com 12 elementos mola-amortecedor
or rebite apresenta o mesmo comportamento que o modelo com
elementos mola-amortecedor por rebite. No entanto, a maior
omplexidade deste modelo não justiﬁca a sua escolha.
Os resultados das avaliac¸ões permitem concluir que os modelos
eelementosﬁnitos simpliﬁcadospropostospermitemrepresentar
s modelos de juntas rebitadas experimentais com elevada robus-
ez. O modelo proposto, com 8 elementos mola-amortecedor por
ebite, permite tambémboaeﬁciência computacional devido à sim-
licidade do tipo de elementos usados.
Com este estudo pretendemos contribuir com informac¸ão útil
ara os designers na modelac¸ão de juntas rebitadas para análise em
lementos ﬁnitos de dinâmica de estruturas.gradecimentos
Os autores agradecem ao Centre for Mechanical and Materials
echnologies (CT2M) da Universidade do Minho.
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[17,3×107 20,8×107 215,6×107 324,2×107
41,5×107 646,8×107 1.621,0×107
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